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Equation de conservation en régime stationnaire

On travaille sur ’exemple de la diffusion de particules. En régime stationnaire, 1’équation locale de conservation

0 N . g
8—72 +divyy =0 se réduit a

Il y a deux moyens d’exploiter cette relation. Soit directement sous forme locale, soit sous forme intégrale. Cette
fiche expose ces deux moyens dans chacun des trois systémes de coordonnées.
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1 Sous forme locale

On appelle forme locale ’expression divjy = 0. Il suffit pour I’exploiter de préciser 'opérateur divergence dans le
systéme de coordonnées utilisé.

1.1 En coordonnées cartésiennes

L’opérateur divergence en coordonnées cartésiennes (qu’il faut connaitre) s’écrit

div iy =
N ox oy 0z

Dans la plupart des cas, on étudie un systéme unidimensionnel pour lequel I~ = jn(z)es.
Alors ’équation de conservation se réduit a

djn (2) :

—— =0 soit x) = Cste

I Jin(z)
1.2 En coordonnées cylindriques
— 10(ry 197 dj
L’opérateur divergence en cylindriques (qui n’est pas & connaitre) s’écrit diviy = — ( ajNT) - (‘;2“9 éNZ.
r r r 2

Dans la plupart des cas, on étudie une diffusion radiale invariante par rotation et translation pour laquelle
JN = jn(r) €. Alors I’équation de conservation se réduit a

d(rjn(r)) _ 0 soit N () = Cste
dr r

1.3 En coordonnées sphériques

L’opérateur divergence en coordonnées sphériques (qui n’est pas & connaitre) s’écrit

1 0(?%; 1 O (sinfj 1 05
divyjyn = = GaF L) + — (5in 8 jvo) - Ny
T or r sin@ 00 rsinf Oy
Dans la plupart des cas, on étudie une diffusion radiale invariante par rotations pour laquelle N =jn(r) e
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Alors I’équation de conservation se réduit &

d(r?jn(r))
dr

Cst
=0 soit in(r) = se

2 Sous forme intégrale

On peut retrouver ces propriétés par un raisonnement intégral. L’équation locale div jy = 0 traduit que jy est a
flux comservatif, ce qu'on exploite avec les raisonnements mentionnés ci-dessous pour chacun des trois systémes de
coordonnées.

2.1 FEn coordonnées cartésiennes

Dans la plupart des cas, on étudie un systéme unidimen-

sionnel pour lequel ; NS
AN — .
IN =jn(z) ez ‘ ‘

r xz+dx

On considére le systéme (ouvert) entre x et x+dx ci-contre.

En régime stationnaire, le nombre de particules dans ce systéme est indépendant du temps donc le nombre de particules
qui rentrent par la surface en x pendant dt (qui vaut jy(z)Sdt) doit étre égal au nombre de particules qui sortent
par la surface en = 4+ dx pendant dt. Cela se traduit mathématiquement par 1’égalité des flux

N
N@S=in(tdr)s  soit @) =jetd)  dme Y _g g

2.2 En coordonnées cylindriques

Dans la plupart des cas, on étudie une diffusion radiale invariante par Az
rotation et translation pour laquelle N =jn(r) e !

On considére le systéme (ouvert) entre r et r + dr (de hauteur h quelconque) @
ci-contre. \ ‘ /
|

En régime stationnaire, le nombre de particules dans ce systéme est indépen- ! o+ dr
dant du temps donc le nombre de particules qui rentrent par la surface en r |

(d’aire 27 r h) pendant dt (qui vaut jn(r) 27 rhdt) doit étre égal au nombre !

de particules qui sortent par la surface en r +dr (d’aire 27 (r +dr) h) pendant S R
dt. Cela se traduit mathématiquement par 1’égalité des flux ‘ B >

.
Jn(r)2mrh=jn(r+dr)2x (r+dr)h soit rin(r) = (r4+dr) jn(r+dr) w

d(rjn(r)) —0 soit in(r) = Cste
dr r

donc

2.3 En coordonnées sphériques

Dans la plupart des cas, on étudie une diffusion radiale invariante
par rotations pour laquelle N =jin(r) e

On considére le systéme (ouvert) compris entre les sphéres de rayons r
et r + dr ci-contre. r+dr

En régime stationnaire, le nombre de particules dans ce systéme est
indépendant du temps donc le nombre de particules qui rentrent par la
surface en r (d’aire 4 wr2) pendant dt (qui vaut jy (1) 472 dt) doit étre
égal au nombre de particules qui sortent par la surface en r + dr (d’aire
47 (r+dr)?) pendant dt.

Cela se traduit mathématiquement par 1’égalité des flux
jn(r)dmr? = jn(r+dr)dn (r+ dr)? soit r?in(r) = (r 4+ dr)? jn(r 4 dr)

donc

d(r? jn(r))
dr

=0 soit in(r) =
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